
 

 
 
 
  

در حل مسائل  استفاده از روش اجزاء محدود هموار مبتني بر اضلاع
  تراوش و نشست پي

  

 *2محمد عليائي، 1عرفان كريميان

 

 تربيت مدرسدانشگاه  ،و محيط زيست عمران مهندسي دانشكده ،دانشجوي دكتري -1
 تربيت مدرس، دانشگاه محيط زيستو  عمران مهندسي دانشكده ياراستاد -2

 
m.olyaei@modares.ac.ir 

 

 ]31/2/1396تاريخ پذيرش: [                 ]25/11/1395تاريخ دريافت: [

 چكيده
روش اجزاء محدود هموار، با كاربرد تكنيك هموارسازي كرنش در اجزاء محدود معمولي به وجود آمده است. اين تكنيــك پــيش از آن بــراي  

هاي بدون شبكه ابداع شده بود. اجزاء محدود هموار داراي سه گونه اصلي شــامل اي در روشگيري گرهناپايداري عددي انتگرالبرطرف كردن 
هاي هموارسازي بــر اســاس ساخت دامنه چگونگيها در روش مبتني بر سلول، روش مبتني بر گره و روش مبتني بر اضلاع است كه تفاوت آن

هاي هموارسازي صــورت ها روي اين دامنهگيري ماتريس سختي در اجزاء محدود هموار به جاي المانست. انتگرالشبكه اجزاء محدود اوليه ا
به كار رفته است. در ايــن مقالــه، از اجــزاء محــدود  كنون در حل مسائل مختلف مكانيكهاي برجسته، اين روش تاگيرد. با توجه به ويژگيمي

تــراوش  ژئوتكنيكي تر جواب است، در حل مسائلهموار مبتني بر اضلاع، كه نسبت به دو گونه ديگر داراي دقت بالا و سرعت همگرايي بيش
هــاي انجــام شــده بــا ي، نتــايج تحليــلحالت پايدار و نشست الاستيك پي استفاده شده است. پس از مروري بر روابط و معرفي روند كد نويس

تواند با ثابــت دهند كه كاربرد تكنيك هموارسازي كرنش در اجزاء محدود مي. نتايج به دست آمده نشان ميشداستفاده از كد تهيه شده بررسي 
اي و وش با فرض كــرنش صــفحهدرجات آزادي، دقت اين روش را به ميزان قابل توجهي افزايش دهد. اين بهبود هم در مسأله ترا دماندن تعدا

     شود.هم در مسأله نشست پي با فرض تقارن محوري ديده مي
 

    ، نشست پيپايدار ، مسأله تراوشروش اجزاء محدود ،هموار روش اجزاء محدود :كليديواژگان
 
  مقدمه - 1

] 1[ 2چن و همكــاران به وسيله 1تكنيك هموارسازي كرنش
رطــرف كــردن ناپايــداري عــددي براي ب . ايشانه استابداع شد
اي گيري گرههاي بدون شبكه، انتگرالاي روشگيري گرهانتگرل

ايــن روش، كــرنش را بــه  را معرفــي كردنــد. 3همنــواي پايــدار
صورت ميانگين وزني ميدان كــرنش همســاز (گراديــان متقــارن 

                                                                                                        
1 Strain Smoothing  
2 Chen et al. 
3 Stabilized Conforming Nodal Integration 

  كند.ها) محاسبه ميجاييبهجا
با كاربرد تكنيــك هموارســازي كــرنش در اجــزاء محــدود، 

] بــه 2[ 5ليــو و همكــاران به وســيله 4روش اجزاء محدود هموار
وجود آمد. اين روش داراي سه نوع اصلي است كــه بــر اســاس 

شــوند: انجام فرآيند هموارســازي كــرنش متمــايز مــي چگونگي
زاء اجــ - ب]، 2[ 6اجزاء محدود همــوار مبتنــي بــر ســلول - الف

                                                                                                        
4 Smoothed Finite Element Method (SFEM) 
5 Liu et al. 
6 Cell Based SFEM (CSFEM) 

 پژوهشي –مجله علمي 
 مدرس مهندسي عمران
  1396، سال 4دوره هفدهم، شماره 



 محمد عليائي و عرفان كريميان                                           ...           در حل مسائل استفاده از روش اجزاء محدود هموار مبتني بر اضلاع 
 

 

اجــزاء محــدود همــوار  -ج، و ]3[ 1محدود هموار مبتني بر گره
در روش مبتنــي بــر ســلول، هموارســازي  ].4[ 2اضلاعمبتني بر 

هــاي شــبكه اجــزاء هايي كه بــا تقســيم المــانكرنش روي دامنه
شــود؛ گيرنــد انجــام مــيها شــكل مــيمحدود اوليه به زيرسلول

ــره ــره از گ ــر گ ــي ب ــاختن روش مبتن ــراي س ــا ب ــهه ــاي دامن ه
- دامنــه ،اضلاعو در روش مبتني بر  ؛كندهموارسازي استفاده مي

  گيرند.ها شكل ميالمان اضلاعهاي هموارسازي بر اساس 
ــوار داراي  ــدود هم ــزاء مح ــب ويژگيروش اج ــاي جال ه

هم ريختگي شبكه حساس نيســت، توجهي است. اين روش به ب
مولي انجــام كه در اجزاء محدود مع 3زيرا نگاشت ايزوپارامتريك

، 4شود در آن مورد نيــاز نيســت. بــا اســتفاده از نظريــه تبــاينمي
گيــري هاي هموارسازي به انتگرالگيري سطح روي دامنهانتگرال

شود، و مشتقات توابــع شــكل مــورد نيــاز روي مرزها تبديل مي
نيستند. به طور كلي، روش اجزاء محدود هموار در دقــت برابــر 

هــاي بــدون تري نسبت به روشبيش وري محاسباتيداراي بهره
  ].5است [شبكه و حتي اجزاء محدود معمولي 

ود همــوار روش اولين نوع ارائــه شــده روش اجــزاء محــد
از آن روش مبتني بر گره ابداع شــده  و پس بودهمبتني بر سلول 

هــاي حــد بــالا را بــه تواند جواباست. روش مبتني بر گره مي
 ويــژهدست دهد، برخلاف روش اجزاء محدود معمولي كــه بــه 

- هاي حد پايين مــيهاي مرتبه پايين به جواببا استفاده از المان
رسد. به طور كلي ســختي مــدل ســاخته شــده بــا ايــن روش از 

اين مســأله موجــب بــه دســت تر است. سختي نمونه واقعي كم
اي دينــاميكي شــده و ايــن هــدهاي نادرست در تحليــلوآمدن م

سازد. براي حــل ايــن روش را دچار ناپايداري عددي زماني مي
پيشنهاد شده است كــه مشــكلات  اضلاعمشكل، روش مبتني بر 

بــارزي چــون  هــايويژگيفوق را ندارد و عــلاوه بــر آن داراي 
 هــا اســتدقت فوق العاده بالا و همگرايي بسيار ســريع جــواب

]5[.  
هاي برجسته روش اجزاء محدود هموار، با توجه به ويژگي

از آن در حــل مســائل مختلــف اســتفاده شــده اســت. مســائلي 
                                                                                                        
1 Node Based SFEM (NSFEM) 
2 Edge Based SFEM (ESFEM) 
3 Isoparametric Mapping 
4 Divergence Theorem 

]، مكانيــك 7و6هــا [همچون مكانيك جامــدات و پيزوالكتريــك
]، 12و11]، انتقــال حــرارت [10و9و8شكست و گسترش تــرك [

]، مسائل غيــر خطــي تمــاس و اصــطكاك 15و14و13آكوستيك [
] و بســياري 19مسائل تغيير فــاز [ ]،18و17[ 5]، تحليل وفقي16[

  ديگر.
هاي برتر روش اجزاء هاي شاياني كه ويژگيكمك با وجود

تواند به برطرف كــردن مشــكلات موجــود در محدود هموار مي
حــل عــددي مســائل ژئــوتكنيكي داشــته باشــد، عمــلاً تــاكنون 

ــتفاده ــياس ــت. بررس ــده اس ــه نش ــن زمين ــاي اي از آن در اي ه
دهد كــه مــوارد كــاربرد ايــن روش در حــل نگارندگان نشان مي

مسائل ژئوتكنيكي تنها محدود به چند مــورد انــدك، آن هــم بــه 
از ايــن  متفاوت است. ايبا زمينه هايپژوهشصورت جنبي در 

هــايي از ايــن روش در حــل نمونــه رو، اين پژوهش به كــاربرد
زمينــه بــراي ، نتــايج يپردازد تا با مشاهدهمسائل ژئوتكنيكي مي

    تر آن در حل مسائل اين رشته فراهم شود.برد گستردهكار
، عملكرد روش اجزاء محدود هموار مبتنــي پژوهشدر اين 

در حالــت كــرنش  در حل مسائل تراوش حالت پايدار اضلاعبر 
و نشست پي با فرض تقــارن محــوري بررســي شــده  ايصفحه

است. به اين منظور، چند مسأله با استفاده از كد تهيــه شــده بــر 
مبناي اين روش حل شده و نتايج به دست آمده از آن بــا نتــايج 

- هاي با مرتبــهاز المانحاصل از تحليل اجزاء محدود با استفاده 
  هاي متفاوت مقايسه شده اند.

پــس از مقدمــه، ايــده و روابــط روش اجــزاء در اين مقاله، 
 ارائــه اضلاعمحدود هموار و جزئيات مربوط به روش مبتني بر 

شده است. پس از آن،  بيانشده است. سپس روند كد تهيه شده 
در  مســأله تــراوش حالــت پايــدار هاي به دست آمده برايپاسخ

بررســي قــرار گرفتــه و در انتهــا،  مــورد ايحالت كرنش صفحه
نشســت الاســتيك پــي بــا فــرض تقــارن  نتايج حاصل از تحليل

  اند. واكاوي شده محوري
      

  هموارروش اجزاء محدود  - 2
ابتدا روابــط روش اجــزاء محــدود معمــولي  ،بخشدر اين 

مرور خواهد شد. روابط روش اجزاء محدود هموار بسيار شــبيه 
                                                                                                        
5 Adaptive Analysis 
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  به اين روابط هستند و در ادامه خواهند آمد.
 ܦقــرار دارد و  ܾ، كه تحت اثر بارهاي داخلــي Ωدر دامنه 

خارجي معلوم  شده بارهاي وارد ̅ݐتانسور ضرايب مصالح آن و 
هــا بــراي تشــكيل گيــري روي المــانانتگــرال است، Γ௧ در مرز

 معادلــه انتگرالــياجزاء محــدود بــا اســتفاده از  معادلات گسسته
  شود:انجام مي 1گالركين

න ሺ׏௦ݑߜሻ்ܦሺ׏௦ݑሻ݀Ω
	

ஐ
െ න்ܾ݀ݑߜΩ

	

ஐ
െ න Γ݀̅ݐ்ݑߜ

	

୻೟

ൌ 0 
تــابع يــك  ݑجــايي، گراديان متقارن ميدان جابه ݑ௦׏كه در آن 

  تابع تست است.يك  ݑߜآزمايش و 
 ذيــل توابــع آزمــايش و تســت در روش اجــزاء محــدود از

  شود:استفاده مي

ሻݔ௛ሺݑ ൌ෍ ூܰሺݔሻ݀ூ

ே௉

ூୀଵ

 

  

ሻݔ௛ሺݑߜ ൌ෍ ூܰሺݔሻ݀ߜூ

ே௉

ூୀଵ

 

بــردار  ூ݀اي المــان، تعــداد متغيرهــاي گــره ܲܰدر اين روابط 
  ماتريس توابع شكل است.  ሻݔூܰሺاي و جايي گرهجابه

، معادله انتگرالــيدر  ௛ݑߜو  ௛ݑ هايگذاري تقريببا جاي
اي مجازي بــه مقــدار دلخــواه هاي گرهجاييو از آن جا كه جابه

  آيد:هستند، دستگاه معادلات گسسته زير به دست مي
ிாெ݀ܭ ൌ ݂ 

بردار نيروي المان اســت  ݂ماتريس سختي و  ிாெܭكه در آن 
  شوند:نوشته مي زير صورت كه به

ூ௃ܭ
ிாெ ൌ නܤூ

்ሺݔሻܤܦ௃ሺݔሻ݀Ω
	

ஐ
 

ூ݂ ൌ න ூܰ
்ሺݔሻܾ݀Ω

	

ஐ
൅	න ூܰ

்ሺݔሻ݀̅ݐΓ
	

୻೟

 

  شود:تعريف مي ذيل صورت ، بهሻݔூሺܤماتريس كرنش، 
ሻݔூሺܤ ൌ ௦׏ ூܰሺݔሻ 

معادلــه گيــري مربــوط بــه در اجزاء محدود هموار، انتگرال
ها، بلكه با استفاده از تكنيك هموارســازي نه روي المان انتگرالي

شود. به عبــارت هاي هموارسازي انجام ميكرنش بر روي دامنه
هــاي همــوار شــده روي ديگر، اجزاء محدود همــوار از كــرنش

- هاي همساز اســتفاده مــيهاي هموارسازي به جاي كرنشدامنه
هــا تريس سختي نيز به جاي المــانگيري ماكند. بنابراين، انتگرال

                                                                                                        
1 Galerkin 

  شود.هاي هموارسازي انجام ميروي اين دامنه
هــاي در اجــزاء محــدود همــوار مبتنــي بــر اضــلاع، دامنــه

شــوند. در ها تشــكيل مــيهموارسازي با استفاده از اضلاع المان
- دامنه هموارسازي تقسيم مــي ௦ܰبه تعداد  Ωدامنه اين حالت، 

Ω     :    اي كــهشــود؛ بــه گونــه ൌ Ωሺଵሻ ∪ Ωሺଶሻ ∪ ⋯	∪

Ωሺேೞሻ و  Ωሺ௜ሻ ∩ Ωሺ௝ሻ ൌ ߶		, ݅ ് ݆. ௦ܰ  در واقع تعــداد
هاي موجود در تمام دامنه است. در صورتي كه كل اضلاع المان

 Ωሺ௞ሻهــاي مثلثــي اســتفاده شــود، دامنــه هموارســازي از المــان
با اتصال دو گره در دو سر ضلع به مركز ثقــل  ݇مربوط به ضلع 

  ).1شود (شكل دو المان مجاور ساخته مي
  
هاي هموارسازي شبكه مثلثي در روش اجزاء محدود هموار دامنه .1شكل 

 مبتني بر اضلاع

  
Fig. 1. Edge-based smoothing domains 

in a triangular mesh 
 

هــاي كرنشداشتن هاي هموارسازي، با پس از تشكيل دامنه
ߝ( همســاز ൌ ـا اســتفاده از كــرنش )،ݑ௦׏ هــاي همــوار بـ

بــه دســت  زير صورت به Ωሺ௞ሻ روي دامنههموارسازي كرنش 
  آيند:مي

௞̃ߝ ൌ න ሻ݀ΩݔሻΦ௞ሺݔሺߝ
	

ஐሺೖሻ
ൌ න ሻ݀ΩݔሻΦ௞ሺݔሺݑ௦׏

	

ஐሺೖሻ
 

يك تابع هموارسازي است كــه بايــد شــرط  ሻݔΦ௞ሺكه در آن 
  واحد بودن را دارا باشد:

න Φ௞ሺݔሻ݀Ω
	

ஐሺೖሻ
ൌ 1 

و  ميشــودترين تابع هموارسازي كه معمــولاً اســتفاده قــرار ساده
  :]5[ است ذيل تابع ار آن روي هر دامنه ثابت است،مقد

)1(

)2(

)3(

)4(

)5(
)6(
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)8(

)9(
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Φ௞ሺݔሻ ൌ ቐ
1

ሺ௞ሻܣ
ݔ				, ∈ Ωሺ௞ሻ

ݔ										,0 ∉ Ωሺ௞ሻ
 

ሺ௞ሻܣدر اين تابع  ൌ ׬ ݀Ω
	
ஐሺೖሻ  مســاحت دامنــه هموارســازي

Ωሺ௞ሻ  ،است. با در نظر گرفتن نظريه تباين و استفاده از اين تابع
 مقدار كرنش هموار به دست خواهد آمدكــه مقــدار آن در دامنــه

  هموارسازي ثابت است:
௞̃ߝ ൌ

ଵ

஺ሺೖሻ
׬ ݊ሺ௞ሻሺݔሻݑሺݔሻ݀Γ
	
୻ሺೖሻ 																																												 )11(  

 

ــه  Γሺ௞ሻدر ايــن رابطــه  ــاتريس  ሻݔሺ௞ሻሺ݊و  Ωሺ௞ሻمــرز دامن م
است كــه در مســائل دو  Γሺ௞ሻبردارهاي يكه عمود خارجي مرز 
  شود:بعدي به اين صورت نوشته مي

݊ሺ௞ሻሺݔሻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
௫݊ۍ

ሺ௞ሻ 0

0 ݊௬
ሺ௞ሻ

݊௬
ሺ௞ሻ ݊௫

ሺ௞ሻ
ے
ۑ
ۑ
ې
 

، مورد استفاده در اجــزاء محــدود ሻݔ௛ሺݑ، آزمايشمعمولاً تابع 
) و 2( معادلــه .هموار با اجزاء محــدود معمــولي يكســان اســت

، نيز در اجزاء محدود هموار مشــابه اجــزاء ݂بنابراين بردار نيرو،
  شود.محدود معمولي نوشته مي

)، كــرنش همــوار 11) در معادلــه (2با جايگذاري معادلــه (
- جــاييتوان بر اساس جابــهرا مي Ωሺ௞ሻروي دامنه هموارسازي 

    گرهي نوشت: هاي
௞̃ߝ ൌ ෍ ௞ሻ݀ூݔ෨ூሺܤ

ூ∈ேሺೖሻ
 

  
- براي اجزاء محدود مبتني بر اضلاع تعداد گــره ሺ௞ሻܰدر آن كه 

را به طور مشترك دارا هســتند.  ݅هايي است كه ضلع هاي المان
ناميده  Ωሺ௞ሻماتريس كرنش هموار دامنه هموارسازي  ௞ሻݔ෨ூሺܤ

    شود:مي

௞ሻݔ෨ூሺܤ ൌ ൦

෨ܾ
ூ௫ሺݔ௞ሻ 0
0 ෨ܾ

ூ௬ሺݔ௞ሻ
෨ܾ
ூ௬ሺݔ௞ሻ ෨ܾ

ூ௫ሺݔ௞ሻ

൪ 

  :شودكه با استفاده از اين رابطه محاسبه مي
෨ܾ
ூ௛ሺݔ௞ሻ ൌ

1

ሺ௞ሻܣ
න ݊௛

ሺ௞ሻሺݔሻ ூܰሺݔሻ݀Γ
	

୻ሺೖሻ
			ሺ݄ ൌ ,ݔ  ሻݕ

خطــي باشــد،  Γሺ௞ሻجايي همساز روي مرز بهاگر ميدان جا
در طــول  1گيري بــه روش گــاوستنها به يك نقطه براي انتگرال

Γ௜هر تكه مرز 
ሺ௞ሻ  دامنهΩሺ௞ሻ  ،نياز خواهد بود. در ايــن حالــت

                                                                                                        
1 Gauss 

  شود:ساده مي صورت اين به قبلمعادله 
 

෨ܾ
ூ௛ሺݔ௞ሻ ൌ

1
ሺ௞ሻܣ

෍݊௜௛
ሺ௞ሻ

ூܰሺݔ௜
ீ௉ሻ݈௜

ሺ௞ሻ
ெ

௜ୀଵ

			ሺ݄ ൌ ,ݔ  ሻݕ

  
Γ௜هاي مــرز تعداد كل تكه ܯدر اين معادله 

ሺ௞ሻ   ݔو௜
ீ௉  نقطــه

Γ௜گيري گاوسي) تكــه مــورد نظــر مــرز مياني (نقطه انتگرال
ሺ௞ሻ 

௜݈است كه طول و بردار يكه عمود خارجي آن به ترتيــب بــا 
ሺ௞ሻ 

௜௛݊و 
ሺ௞ሻ شوند.نشان داده مي  

دهد كه در اجزاء محدود هموار، فقط ) نشان مي16معادله (
Γ௜هــاي مــرز مقدار توابع شكل در نقــاط مشخصــي از تكــه

ሺ௞ሻ 
مورد نياز است و بنابراين لزومي به داشتن صورت صــريح تــابع 

شــود، هــاي مثلثــي اســتفاده مــيشكل نيست. زماني كه از المان
توان به اين صــورت نيــز را مي ௞ሻݔ෨ூሺܤماتريس كرنش هموار 

  نوشت: 

௞ሻݔ෨ூሺܤ ൌ
1
ሺ௞ሻܣ

෍
1
3
௘ܣ
ሺ௝ሻܤ௝

ே೐
ሺೖሻ

௝ୀଵ

 

௘ܰكه در آن 
ሺ௞ሻ ݇مرتبط با دامنه هموارســازي هاي تعداد المان 

௘ܣو 
ሺ௝ሻ  ܤو௝  به ترتيــب مســاحت و مــاتريس گراديــان كــرنش
بــه ايــن  ሺ௞ሻܣهســتند.  ݇ام مرتبط با دامنه هموارسازي ݆المان 

  شود:  صورت محاسبه مي

ሺ௞ሻܣ ൌ න ݀Ω
	

ஐሺೖሻ
ൌ
1
3
෍ܣ௘

ሺ௝ሻ

ே೐
ሺೖሻ

௝ୀଵ

 

 شود، فقــط مســاحت ومي روابط فوق استنتاجكه از  گونههمان 
هــاي ) المــان7( ، معادلــه௝ܤهاي معمول كرنش همساز، ماتريس

 ي اجــزاء محــدود همــوارمثلثي براي محاسبه ماتريس سختي كل
  .مورد نياز هستند

، ســپس در رونــدي مشــابه اجــزاء ෩ܭماتريس سختي كلي، 
  محدود معمولي سرهم خواهد شد:

෩ூ௃ܭ ൌ ෍ܭ෩ூ௃
ሺ௞ሻ

ேೞ

௞ୀଵ

 

෩ூ௃ܭ
ሺ௞ሻ  ــه ــده روي دامن ــبه ش ــوار محاس ــختي هم ــاتريس س م

    شود:مي محاسبه ذيل است و به صورت Ωሺ௞ሻهموارسازي 
෩ூ௃ܭ
ሺ௞ሻ ൌ න ෨ூܤ

෨௃݀Ωܤܦ்
	

ஐሺೖሻ
ൌ ෨ூܤ

 ሺ௞ሻܣ෨௃ܤܦ்
   

)12(

)13(

)14(

)15(

)16(

)17(

)18(

)19(

)20(

)10(
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كدنويســي روش اجــزاء محــدود  الگــوريتم - 3
  هموار

ء پياده سازي كد حل عددي به روش اجــزاروند لازم براي 
  است: ذيل صورت خلاصه بهمحدود هموار به طور 

بندي دامنه مسأله به تعدادي المان و بــه دســت آوردن تقسيم - 1
گيــري شــكل چگــونگيهــا و اطلاعات مربوط به مختصات گره

  ها.المان
- هاي هموارسازي و به دست آوردن مساحت آنايجاد دامنه - 2

  هاي مربوط به هر دامنه.هاي المانها و اطلاعات مربوط به گره
  هاي هموارسازي:رار روي دامنهتك - 3
به دست آوردن بردار يكه عمود خارجي بر هر تكــه مــرز  - 1- 3

  دامنه هموارسازي.
  كرنش هموار.- جاييمحاسبه ماتريس جابه - 2- 3
به دست آوردن ماتريس سختي هموار و بردار نيروي هــر  - 3- 3

  دامنه هموارسازي.
ــه هموارســازي در  - 4- 3 ــردن ســهم هــر دامن ايجــاد اضــافه ك

  ها و بردارهاي كلي.ماتريس
  اعمال شرايط مرزي اساسي. - 4
- بــهحل دستگاه معادلات خطي براي بــه دســت آوردن جــا - 5

  اي.هاي گرهجايي
  ها در نقاط مورد نظر.ها و تنشبه دست آوردن كرنش - 6

اعمال شرايط مرزي اساســي  چگونگيشايان ذكر است كه  
مشابه روند مربوطه در روش اجزاء محدود معمولي و با حــذف 

  هاي ماتريس سختي است.ها و رديف(يا تغيير) ستون
  
  نتايج تحليل - 4
  مسأله تراوش حالت پايدار -4-1

مسأله تــراوش حالــت نتايج حاصل از حل در اين قسمت، 
بــا  ،اســتفاده از ســپركوبيپايدار از زير يك ديوار ايجاد شده بــا 

تهيــه  بهره گيري از كد اجزاء محدود همــوار مبتنــي بــر اضــلاعِ
  دهد.) جزئيات مسأله را نشان مي2اند. شكل (، بررسي شدهشده

  
  

محيط مسأله تراوش حالت پايدار از زير ديوار ايجاد شده به وسيله  .2شكل 
 سپركوبي

  
Fig. 2. Problem domain for steady state seepage under a sheet 

pile wall 
 

واحــد  100از زير ديوار برابر  پتانسيل هيدروليكيكل افت 
بيان شده، مــدل  هايويژگيبا توجه به در نظر گرفته شده است. 

  اي انجام شده است.سازي با فرض كرنش صفحه
  است: ذيل صورت معادله حاكم بر اين مسأله به

݇௫
߲ଶߔ
ଶݔ߲

൅ ݇௬
߲ଶߔ
ଶݕ߲

ൌ 0 
  

ــه در آن،  ,ݔΦሺك ــدروليكي ሻݕ ــيل هي ــه  ௬݇و  ௫݇و  پتانس ب
هســتند كــه در  ݕو  ݔهاي يب نفوذپذيري در جهتاترتيب ضر

) شــبكه 3انــد. شــكل (اين مسأله برابر واحد در نظر گرفته شــده
نمــايش  را همراه با شــرايط مــرزيشده استفاده  مثلثيهاي المان
المــان اســت كــه در  115گــره و  72اين شــبكه داراي دهد. مي

- هاي هموارسازي مبتني بر اضلاع، تعداد آنصورت ايجاد دامنه
كــه بــا  ،هــابزرگترين اندازه ضلع المان عدد خواهد بود. 186ها 

متــر در نظــر گرفتــه  1برابر با  شود،مشخص مي شبكه hپارامتر 
ضمناً با توجه به هندســه مســأله و همســان در نظــر  شده است.

در راستاي خــط  پتانسيل هيدروليكيمقدار گرفتن محيط خاكي، 
ســازي تنهــا مــدل پس ؛واحد خواهد بود 50قائم زير سپر برابر 

  نمايد.نيمي از محيط (نيمه سمت چپ) كفايت مي
  
  
  

)21(
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همراه با اعمال شبكه مورد استفاده در مسأله تراوش حالت پايدار  .3شكل 
 شرايط مرزي

    
Fig. 3. Domain discretization and boundary conditions for the 

steady state seepage problem 
 

هيدروليكي محاسبه شده با استفاده از روش اجــزاء  پتانسيل
) 4محدود هموار مبتني بر اضلاع بــراي ايــن مســأله در شــكل (

اين محاسبه با روش اجزاء محدود معمــولي  قابل مشاهده است.
اي و همان شبكه انجــام شــده هاي سه گرهنيز با استفاده از المان

جــا كــه است تا بتوان عملكــرد دو روش را مقايســه كــرد. از آن
هاي حل اجزاء براي اين مسأله حل تحليلي وجود ندارد، جواب

اي كــه شش گــره هايمحدود با استفاده از شبكه يكسان و المان
به عنــوان  هستند تربه علت داشتن توابع شكل مرتبه بالاتر، دقيق

  معيار مقايسه انتخاب شده است.
) پتانســيل هيــدروليكي محاســبه شــده بــراي مــرز 5شكل (
دهــد. ي مسأله را با استفاده از هر سه روش نشان ميپاييني دامنه
هــاي روش اجــزاء محــدود همــوار شود كه جــوابملاحظه مي

هــاي اجــزاء محــدود بر اضلاع مطابقت خوبي بــا جــواب مبتني
ي به عبارت ديگر، روش اجزاء محدود همــوار در شــبكه دارند.
اي دقتي در حد روش اجزاء محدود در هاي مثلثي سه گرهالمان

افــزايش دقــت  كند.اي ايجاد ميشش گره مثلثي هايشبكه المان
، زمــاني كــه ايهاي سه گرهروش اجزاء محدود با استفاده المان

) 6تكنيك هموارســازي كــرنش بــه آن اضــافه شــود در شــكل (
دهــد، كــه ايــن نمــودار نشــان مــي گونــهشود. همانمشاهده مي

استفاده از روش اجزاء محدود هموار مبتني بر اضلاع، بــا شــبكه 
روش  توانــد خطــاي پاســخو تعداد درجات آزادي يكسان، مــي

  ف كاهش دهد.تر از نصرا به كم اجزاء محدود معمولي

اجزاء محدود كد محاسبه شده با استفاده از  يكيدروليه ليپتانس .4شكل 
 بر اضلاع يهموار مبتن

  
Fig. 4. Contours of hydraulic potential using the ESFEM code 

  

ميــزان ) بــر شبكه hها (پارامتر براي بررسي اثر اندازه المان
، محيط مســأله هموارسازيكاهش خطا در اثر استفاده از تكنيك 

بنــدي متــر نيــز شــبكه 3و  2برابر  h با دو شبكه ديگر با پارامتر
اجزاء محدود معمولي و هموار بــا شــبكه  با هر دو روششده و 
خطــا در مــرز پــاييني  بيشــينهمورد تحليل قرار گرفــت.  يكسان

مسأله، در مقايسه با نتايج به دست آمده از تحليل اجزاء محــدود 
متر، در برابر پــارامتر  1برابر  hاي با هاي شش گرهلمانبا شبكه ا

h مشــاهده  رســم شــده اســت. )7هاي مختلف در شكل (شبكه
شود كه در تمام حالات خطاي روش اجزاء محدود معمــولي مي

بــا افــزايش انــدازه  و ،از روش اجزاء محدود هموار بيشتر است
 ها تكنيك هموارســازي كــرنش منجــر بــه كــاهش خطــايالمان

  بيشتري خواهد شد.
  

 مسأله در مرز پاييني دامنهمحاسبه شده  يكيدروليه ليپتانس .5شكل 

  
Fig. 5. Hydraulic potential on the lower boundary of problem 

domain 
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  نشست الاستيك پي  -4-2
پس از بررسي عملكرد روش اجزاء محدود هموار مبتني بر 

اي، مناسب خواهد بود كه اضلاع در حل مسأله كرنش صفحه
كاركرد اين روش در حل مسائل داراي تقارن محوري نيز 

 بررسي شود. به اين منظور، نشست الاستيك يك پي 
  

ي خطاي پتانسيل هيدروليكي در دو روشاجزاء محدود مقايسه .6شكل 
هاي سه هموار مبتني بر اضلاع و اجزاء محدود معمولي با استفاده از المان

 ايگره

  
Fig. 6.  Error in hydraulic potential using ESFEM and FEM 

with T3 elements 
 

ها بر ميزان كــاهش خطــاي ناشــي از كــاربرد بررسي اثر اندازه المان .7شكل 
هــاي در اجزاء محدود معمولي با استفاده از المان كرنش يهموارساز كيتكن

 ايسه گره

  
Fig. 7. Effect of elements size on error reduction by strain 

smoothing in FEM using T3 elements 

دايروي مدل سازي شده اســت. در ايــن مــدل از ســختي ســازه 
 شود.نظر شده و بار مستقيماً به خاك وارد ميشالوده صرف

، Eسازي خــاك شــامل ضــريب كشســاني، پارامترهاي مدل
در نظــر  3/0، برابــر νيب پواســون، و ضــر kPa 10000برابــر

متــر اســت.  5و شــعاع پــي  kPa30گرفته شده اند. ميــزان بــار 
) نشان داده شده 8هاي مثلثي استفاده شده در شكل (شبكه المان

المــان اســت و در  478گــره و  265ايــن شــبكه داراي اســت. 
- هاي هموارسازي مبتني بر اضلاع، تعداد آنصورت ايجاد دامنه

شرايط مرزي استاندارد ژئوتكنيكي بــه  خواهد بود. عدد 742ها 
  اند و مرز سمت چپ محور تقارن است.اعمال شده مرزها
  

 هاي مثلثي مورد استفاده در مسأله نشست پيشبكه المان .8شكل 

 
Fig. 8. Triangular elements mesh for foundation settlement 

problem 
  

زمــين را بــر اســاس جــايي در ســطح به) ميزان جا9شكل (
نتايج به دست آمده از سه روش اجزاء محدود هموار مبتنــي بــر 

- هاي سه و شش گــرهاضلاع و اجزاء محدود با استفاده از المان
دهد. لازم به ذكر است كه شــبكه مــورد اســتفاده در اي نشان مي

شــود، گونه كه ملاحظــه مــيباشد. همانهر سه روش يكسان مي
  منطبق هستند.نتايج تقريباً بر هم 

تر، ميانگين نشست نقاط واقع در زير پي براي بررسي دقيق
) بر اســاس ســه روش 1متر) در جدول ( 5تا  0(فاصله عرضي 

روش اجــزاء محــدود بــا  در نظر گرفتناند. با با هم مقايسه شده



 محمد عليائي و عرفان كريميان                                           ...           در حل مسائل استفاده از روش اجزاء محدود هموار مبتني بر اضلاع 
 

 

، ومبنــاي مقايســه تردقيق به عنوان روش ايهاي شش گرهالمان
اجــزاء محــدود همــوار بــه آن شود كه پاســخ روش مشاهده مي

تري نســبت بــه تر و در نتيجه اين روش داراي خطاي كمنزديك
اي اســت. در واقــع، در حالــت تقــارن اجزاء محــدود ســه گــره

توانــد بــا تعــداد محوري نيــز تكنيــك هموارســازي كــرنش مــي
  تر سازد.دقيق اجزاء محدود را نتايج ،درجات آزادي يكسان

  
 سطح زمين در مسأله نشست پيجايي ميزان جابه .9شكل 

 
Fig. 9. Ground surface settlement (mm) 

 
 متر)(ميلي مقايسه ميزان نشست پي .1جدول 

Numrical Method  Average 
Foundation 
Settlement 

Difference with 
FEM Using T6   

FEM Using T6  15.42 -  
FEM Using T3  15.33  -0.09  

ESFEM  15.44  0.02  
Table 1. Comparison of foundation settlement (mm) 

  
عملكرد برتر روش اجزاء محدود هموار مبتني بر اضلاع بــا 

هــاي تر خواهد شد. به طور كلي، المــانها مشخصبررسي تنش
سه گره اي در اجزاء محدود معمولي بــه دليــل ســختي بــيش از 

محاســبه ها، در اندازه و ناپيوستگي ميدان تنش در مرز بين المان
دهند. اجزاء محدود همــوار ها نتايج ضعيفي را به دست ميتنش
به ميــزان بســيار زيــادي جبــران كنــد. بــه  تواند اين نقيصه رامي

 )Zσ( منظور بررسي اين موضوع، ميــزان اضــافه تــنش عمــودي
ايجاد شده در اثر بار پي در زير مركز آن با هــر دو روش اجــزاء 

و هموار بــراي اعمــاق مختلــف محاســبه شــد. محدود معمولي 

روابــط تحليلــي تئــوري  با نتايج حاصــل ازنتايج به دست آمده 
  مقايسه شده اند. )2در جدول ( ]20الاستيسيته [

  
اضافه تنش عمودي ايجاد شده در زير مركز پي به دست آمده از  .2جدول 

 هاي مختلف (كيلو پاسكال)روش
Depth (m) Analytical  FEM  ESFEM  

0.5 26.8 506.2 30.0 
1.5 29.1 312.5 29.3 
2.5 27.3 376.6 27.3 
3.5 25.1 230.3 24.3 
4.5 22.2 194.6 21.0 
5.5 19.8 149.5 17.8 
6.5 17.4 116.4 15.1 
7.5 15.7 77.3 12.7 
8.5 14.1 118.3 10.8 
9.5 12.5 32.2 9.2 

Table 2. Vertical stress under the center of the foundation 
using different methods (kPa) 

  

- شود كه با وجود اين كه اجزاء محدود با المانملاحظه مي
هــا دارد، اي عملكرد بسيار ضعيفي در محاسبه تنشهاي سه گره

استفاده از تكنيك هموارسازي كرنش در آن ميتواند ميــزان خطــا 
هــايي نزديــك بــه بسيار زيادي كــاهش داده و جــواب را تا حد

  نتايج تحليلي براي تنش ارائه دهد.
 

  گيرينتيجه - 5
هــا و روابــط روش اجــزاء در اين مقاله، پس از معرفي ايده

محدود هموار، با نگرش ويژه بــه روش اجــزاء محــدود همــوار 
تــر و همگرايــي مبتني بر اضلاع به عنوان روشي بــا دقــت بــيش

روند كد نويســي ايــن روش بيــان شــد. ســپس نتــايج  تر،سريع
اي و تقــارن ژئوتكنيكي كــرنش صــفحه حاصل از حل دو مسأله

قــرار  و مقايســه به وسيله كد تهيه شــده مــورد بررســي محوري
  گرفتند.

اي، در مسأله تراوش حالت پايدار با فرض كــرنش صــفحه
پس از مدل سازي و تحليل جريان عبــوري از زيــر يــك ديــوار 
ايجاد شده به وسيله سپركوبي، مشخص شد كه كــاربرد تكنيــك 

دقــت ايــن روش تواند هموار سازي كرنش در اجزاء محدود مي
دهد كه در حل اين گونــه . بررسي نتايج نشان ميرا افزايش دهد

مسائل، روش اجزاء محدود هموار مبتنــي بــر اضــلاع بــا تعــداد 
 محــدوداجــزاء  خطــاي روشتوانــد درجات آزادي يكسان مــي
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را بسيار كاهش دهد، كــه ميــزان  ايهاي سه گرهبا المان معمولي
  تر خواهد بود.بيش تري با اندازه بزرگهاالمان براي اين كاهش

نتايج حاصل از تحليل مسأله نشست الاستيك پــي دايــروي 
- شرايط مشابهي را در مسائل با فرض تقارن محوري نشان مــي

نه مســائل نيــز روش اجــزاء شود كه در اين گودهد. ملاحظه مي
محدود هموار مبتني بر اضلاع با تعداد درجــات آزادي يكســان، 

تواند دقت بيشتري نسبت بــه روش اجــزاء محــدود معمــول مي
اي هاي سه گــرهعلاوه بر آن، عملكرد ضعيف المان .داشته باشد

ميتواند بــا اســتفاده از  ها،اجزاء محدود معمولي در محاسبه تنش
    هموارسازي كرنش تا حد بسيار زيادي بهبود يابد.تكنيك 
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Abstract: 
Smoothed finite element method (SFEM) was introduced by application of the strain smoothing technique in 
the conventional finite element method (FEM). The strain smoothing technique was previously used in 
mesh-free methods to overcome the numerical instabilities due to nodal integration. SFEM has three main 
types: 1-Cell-based SFEM (CSFEM), 2-Node-based SFEM (NSFEM) and 3-Edge-based SFEM (ESFEM). 
In these methods, problem domain is first discretized into a mesh of elements, similar to the FEM, and 
“Smoothing Domains” are created based on the elements, to perform the strain smoothing operation. The 
difference between SFEM types is in the method of creating these smoothing domains. Different smoothing 
domains, can give results with different qualities. Among them, the edge-based method can give ultra-
accurate and super-convergent results. Due to their interesting features, SFEMs have been used to solve 
different problems. Problems such as mechanics of solids and piezo-electrics, fracture mechanics and crack 
propagation, heat transfer, structural acoustics, nonlinear and contact problems, adaptive analysis, phase 
change problem and more. In this paper, idea and formulation of SFEM is reviewed, regarding the edge-
based method. Detailed instructions are given for creation of edge-based smoothing domains, and strain and 
stiffness matrices for this method are derived. After that, the algorithm for creation of a SFEM code is 
introduced. Based on these formulations and algorithm, an edge-based smoothed finite element code is 
created, that is used for analysis of some numerical examples. Two problems, based on two different 
practical geotechnical engineering applications, are solved using the ESFEM and also FEM with 3-node and 
6-node triangular elements. Using same mesh for all three cases makes comparison possible and 
performance of the ESFEM will be investigated. First problem is a steady state seepage problem, where 
seepage below a sheet pile barrier is modeled with the assumption of plane strain condition. Since there is no 
analytical solution for this problem, FEM using 6-node triangular elements yields to more accurate results. 
Investigating the results reveals that implementation of the strain smoothing technique in FEM using 3-node 
triangular elements, can make the results closer to those of the FEM using 6-node triangular elements. 
However, the degrees of freedom remain constant. With no change in mesh and number of degrees of 
freedom, Edge-based smoothed finite element method gives results -for steady state seepage problem- with 
errors less than the half of the errors reported in conventional FEM. In the other problem, elastic settlement 
of a circular foundation is calculated to investigate the performance of the ESFEM in axisymmetric 
problems, compared with the FEM. Again, the problem is solved using three methods: ESFEM, FEM with 3-
node triangular elements, and FEM with 6-node triangular element, where the latter is the most accurate. 
Surface deformation of the problem domain, after imposition of the foundation load, is also studied. It is seen 
that the results of ESFEM match with the FEM results. A closer look reveals that the ESFEM results for 
settlement of the foundation, is closer to the FEM results using 6-node triangular elements, than the FEM 
using 3-node elements and are more accurate. 
 
Keywords: Smoothed Finite Element Method, Finite Element Method, Steady State Seepage, Foundation 
Settlement. 

 
 




